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中   文   摘   要 





TA X XA XRX X Q Oλ+ + − + =  
这里， , , , n nX A R Q ×∈ ，且Q为对称矩阵，R 为半正定或半负定矩阵，λ 为任
意常数。本文用泛函的方法，主要是利用不动点定理和压缩映射思想，给出了
这类 Riccati 方程在两个不同条件下有解的充分条件，并且给出了一些结论。 
本文分为四章。第一章, 我们简单介绍本文研究的背景与动机，介绍了
Lyapunov 方程的一般解与 Riccati 方程的解的一般形式，以及本文中的一些相关
定义和符号。 
第二章, 我们介绍不动点定理，给出了第一种限定条件下 Riccati 型方程解
的存在性证明，并给出了一些结论。 




























The matrix equation TA X XA XRX Q O+ + + =   is called algebraic Riccati 
equation,  which is very important in the field of automatic control and other 
engineering applications. 
Many researcher have studied the solutions of various algebraic Riccati 
equation, most of them mainly applied the matrix methods, few used the functional 
analysis theories. This paper mainly studies the existence of the solutions of the 
following kind of algebraic Riccati equation from the functional viewpoint:  
TA X XA XRX X Q Oλ+ + − + =  
Here, , , , n nX A R Q ×∈ , Q  is the symmetric matrix, and R is positive 
semi-definite or semi-negative definite matrix, λ  is arbitrary constants. This paper 
uses functional approach such as fixed-point theorem and thinking of contraction 
mapping，in order to gives two sufficient condition for solvability about this kind of 
Riccati equation in given two different conditions,and some conclusions are given . 
    This article is divided into four chapters .In chapter 1, we briefly introduce the 
research background and motivation and a general solution of Lyapunov equations 
and Riccati equations of general form, as well as some of the relevant definitions and 
symbols in this article.  
    In chapter 2, we introduce the fixed-point theorem and give proof of existence 
of Riccati type equation solutions under the first condition.  
    In chapter 3, we present thinking of the contraction mapping and gives proof of 
existence of Riccati type equation solutions under the second condition. 
In chapter 4, we simply sum up the work in this article . 
Keywords: Riccati equation; fixed point theorem; contraction mapping  














第一章  绪论与预备知识 
§1.1 引言 
型如 TA X XA XRX Q O+ + + = 的矩阵方程被称为代数 Riccati 方程，代数




两类代数 Riccati 方程数值解法的自 80 年代以来的研究进展。另外，从理论角度，




TA X XA XRX X Q Oλ+ + − + =  
这里， , , , n nX A R Q ×∈ ，且Q为对称矩阵，R 为半正定或半负定矩阵，λ 为任意
常数。本文用泛函的方法，主要是利用不动点定理和压缩映射思想，给出了这类
Riccati 型方程在两个不同条件下有解的充分条件，并且给出了一些结论。 
    显然，对代数 Riccati 方程的解的研究具有一定的实际意义，而用泛函方法






















§1.2  Lyapunov 方程的一般解与 Riccati 方程的解的一般形式 
定义 1.2.1 [5]   所谓 Lyapunov 方程是指具有如下形式的方程： 
TA X XA Q+ = −  
其中， A , X 和Q均为 n n× 实矩阵。若对于给定的 A和对称矩阵Q，如果存在满
足上式的 X ，则称该 Lyapunov 方程有解。 
定理 1.2.2 [5]   设 n nA ×∈ ， n nB ×∈ , n nC ×∈ ，矩阵方程 AX XB C− = 有唯
一解的 n nX ×∈ 的充分必要条件是 A和B 没有相同的特征根。 
定理 1.2.3 [5]   设 n是矩阵 A的特征值，则 Lyapunov 方程有唯一对称解的充
分必要条件是 0 , 1,2, ,i j i j nλ λ+ ≠ ∀ = L . 
定义 1.2.4 [5]   我们将具有如下形式的方程称为 Riccati 方程： 
TA X XA XRX Q O+ + − =  
其中， , , , n nX A R Q ×∈ ，且Q为对称矩阵，R 为半正定或半负定矩阵。若如
果存在满足上式的 X ，则称该 Riccati 方程有解。 






= ⎢ ⎥−⎣ ⎦
 
设 ( 1,2, , )i i nλ = L 是 E 的 n 个特征值，且 iv 是与之对应的特征向量。记
( 1,2, , )i i nλ = L 所 对 应 的 Jordan 标 准 型 为 J ， 并 定 义 2n n× 矩 阵 T 为









定理 1.2.5 [5]   若 X 是 Riccati 方程的解，则 X 可以表示为 12 1X T T
−= ，反之，

















定义 1.3.1 [5]   所谓 Riccati 型方程具有如下形式的方程： 
TA X XA XRX X Q Oλ+ + − + =  
这里， , , , n nX A R Q ×∈ ，且Q为对称矩阵，R 为半正定或半负定矩阵。 
而更一般的 Riccati 型方程是指具有如下形式的方程： 
( )TA X XA XRX G X O+ + − =  
这里， , , , n nX A R Q ×∈ ，且Q为对称矩阵，R 为半正定或半负定矩阵， ( )G X 是
关于 X 的连续函数。 
定义 1.3.2 [7]   若 A将D中的任何有界集 S 映成 2E 中的列紧集 ( )A S（即 ( )A S
是相对紧集，也即它的闭包 ( )A S 是 2E 中的紧集），则称 A是映D入 2E 的紧算子。 





























第二章  第一种限定条件下 Riccati 型方程解的存在性 
§2.1 解的存在性证明 
引理 2.1.1 [7]   设E 是一个 Banach 空间，Ω是E 中的有界凸开集， :F EΩ →
是一个全连续算子。如果 ( )F ∂Ω ⊂ Ω，则 F 在Ω一定有不动点。 
定理 2.1.2  设 1
2







⎧ ⎫−⎪ ⎪Ω = ∈ <⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
内，其中D是 n nR × 上所有对称矩阵构成的集合，必有








证明  记 ( ) Tf X A X XA XRX Q= + + + ，我们证明 :f D D→ 是一个连续映
射，很显然，由于 n nD R ×⊂ ，故D是一个 Banach 空间。 
   又因为 
( ) ( )





f X X f X
A X XA X X R X X XRX
A X XA XRX XRX XR X
A A XR RX R X X
+ Δ −
= Δ + Δ + + Δ + Δ −
= Δ + Δ + + Δ + Δ Δ




lim ( ) ( ) 0
X
f X X f X
Δ →
+ Δ − =  
  故 f 是连续映射。 
又 n nD R ×⊂ ，故D为有限维空间，而 :f D D→ 是连续映射，因此 f 是紧映
射，从而 :f D D→ 是全连续算子。 





















又当 0X r= 时， 
0 0 0 0 0

















f X A X X A X RX Q
A X X A X RX Q
A A X R X Q







= + + +
≤ + + +





≤ =  
这说明 ( )f ∂Ω ⊂ Ω ，因此由引理 2.1.1 得知 f 在Ω中必有不动点，即矩阵方







































⎧ ⎫−⎪ ⎪Ω = ∈ <⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
内，其中D是 n nR × 上所有对称矩阵组成的集合，必有








≤ ， 0λ ≠ . 
    证明  由于 0λ ≠ ，方程 TA X XA XRX X Q Oλ+ + − + = 两边同除以于λ ，得，
1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )TA X X A X R X X Q Oλ λ λ λ− − − −+ + − + = ，再由定理 2.1.2，即证。 
这里要说明，本文中的 Riccati 型方程： TA X XA XRX X Q Oλ+ + − + = ，当































第三章  第二种限定条件下 Riccati 型方程解的存在性 
§3.1 解的存在性证明 
定义 3.1.1 [8]   若 :f Ω → Ω满足对于任意的 ,X Y∈Ω ∈Ω，都有 
( ) ( ) (0 1)f X f Y c X Y c− ≤ − < < ，则称 f 是一个压缩映射。 
定理 3.1.2  设 1
2







⎧ ⎫−⎪ ⎪Ω = ∈ ≤⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
内，其中D是 n nR × 上所有对称矩阵构成的集合，必有



































f X A X XA XRX Q
A X XA XRX Q
A A X R X Q






= + + +
≤ + + +





≤ =  
以下设
2














( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )









f X f Y A X XA XRX Q A Y YA YRY Q
A X Y X Y A XRX YRY
A X Y X Y A XRX XRY XRY YRY
X Y A A X Y XR RY
X Y A r R
A
X Y A R
R
X Yδ
− = + + + − + + +
≤ − + − + −
≤ − + − + − + −










A < ，故δ 存在，这里0 1δ< < . 
因此，记 ,
2










= > ，则 f 是一个压缩映射，
因此任取 0X 满足 0X ∈Ω ，满足 0 0
TX X= ， 0 2
rX ≤ ，记 1 0( )X f X= ，则有
1 1
TX X= ， 1 2
rX ≤ ，故 1X ∈Ω，以此类推，若 1( )n nX f X −= ，我们有 nX ∈Ω ，








































































    又因为0 1δ< < ，所以当 k → ∞ ，有 0k m kX X+ − → 即{ }kX 是Cauchy序列，
从而{ }kX 有极限ξ ，即 lim kk X ξ→∞ = ，由于 kX ∈Ω，Ω为闭集，故ξ ∈Ω .又由于 f
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